O problema dos pontos mais préximos

Imagine que nds temos uma cole¢ao de pontos em uma regiao do plano

Ou melhor, os pontos sdao dados na forma de uma lista de coordenadas (z,y).

Por exemplo,
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A tarefa consiste em

— Identificar o par de pontos que tem a menor distancia entre si

Como € que a gente faz isso?

Bom, é facil escrever um programa que calcula as distancias entre todos os pares de pontos.
Mas, esse algoritmo é uma porcaria ...

Entao, nés vamos aplicar o método da divisao e conquista.

Quer dizer, a ideia é a seguinte

primeiro a gente divide a regiao no meio

dai, a gente encontra o par de pontos mais proximos do lado esquerdo

depois, encontra o par de pontos mais préximos do lado direito

e depois, a gente encontra a melhor solugao envolvendo um ponto de cada lado
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finalmente, a gente escolhe a melhor solugao das 3

Abaixo nés temos o cédigo do algoritmo

func Par+Proximo (L, inicio, fim)

¢ Se ( fim = inicio + 1 ) Retorna ( dist(inicio,fim) )
meio <-- (inicio + fim) / 2
D1 <-- Par+Proximo (L, inicio, meio)
D2 <-- Par+Proximo (L, meio+1, fim)
D3 <-- Sol_Fronteira (L, inicio, meio, fim)
Retorna ( Min { D1, D2, D3 } )
}

Analise e reconstrugao

Mas, do jeito que esta, o algoritmo ainda é uma porcaria.
Porque s6 a funcao Sol Fronteira() ja leva tempo O(n?) — (porque?)
Entao, nés vamos precisar de alguma esperteza para consertar isso.

E a esperteza consiste em notar que nds nao precisamos examinar todos os pares de pontos (um

de cada lado) para encontrar a melhor solugao na fronteira.
Quer dizer, imagine que nds ja temos uma solucao de valor d em um dos dois lados.

Entao, a gente s6 precisa examinar os pontos que estao a uma distancia d da fronteira

— (porque?)

Mas, isso ainda nao ajuda muito.

Porque, em principio, todos os pontos podem estar dentro dessa faixa.
Entao agora, nds precisamos de uma segunda esperteza.

Para chegar 14, a gente foca a atencao em um desses pontos®

E dai pergunta

e (Quantos pontos podem estar perto de p ?

Quer dizer, se a gente ja sabe que um ponto esta a distancia ao menos d de p, entao a gente nao

precisa calcular a sua distancia para p.
Mas, quando € que a gente sabe isso?

Bom, se a diferenca entre as coordenadas y dos dois pontos é ao menos d, entao a distancia entre

eles é ao menos d — (porque?)

Dai que, agora a gente pode concentrar a atengao no quadradinho

A primeira vista, isso também nao ajuda muito.

Porque, em principio, todos os pontos podem estar dentro desse quadradinho.

Mas, isso nao é verdade.

Quer dizer, a gente ja sabe que a menor distancia entre dois pontos do mesmo lado é d.

Logo, nao pode haver dois pontos do mesmo lado do quadradinho com distancia menor do que d.

No pior caso, a gente teria algo assim

d
p o x
d
Quer dizer, ¢ uma quantidade O(1) de pontos — (na vizinhanga de p)

Logo, a inspecao de cada ponto na fronteira leva tempo O(1).

Logo, a fungao Sol Fronteira() pode executar em tempo O(n).

Implementacgao e analise

Legal.
Mas agora, é preciso pensar nas questoes praticas.

Quer dizer, as questoes praticas sao duas

1. Como é que a gente particiona a cole¢ao de pontos no meio? — (para fazer as chamadas
Tecursivas)
2. Como é que a gente localiza os pontos préximos de p na fronteira? — (para calcular a

melhor soluc¢ao de fronteira)

Bom, a resposta para as duas questoes é a mesma
— mantendo a lista de pontos ordenada

Sé que, para a primeira questao, nds precisamos ordernar os pontos pela coordenada x.
E para a segunda questao, nds precisamos ordenar os pontos pela coordenada y.
Mas, a boa noticia é que nds sé precisamos fazer isso uma vez.

Quer dizer, a gente vai fazer essas ordenagoes antes de iniciar o algoritmo, e armazenar os

resultados em duas listas auxiliares

L | |

Ly | |

Agora, a divisao da regiao no meio é facil.

Quer dizer, basta tomar o elemento do meio em L, como referéncial

Ly | || |

lado esquerdo lado direito

No momento da chamada recursiva, a gente passa nao apenas a faixa de pontos corresponde em

L, mas os mesmos pontos ordenados pela coordenada y — (filtrados da lista L,)
L, | |
Ly | |
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Dessa maneira, cada chamada recursiva comeca exatamente da mesma maneira que a chamada

anterior.

E a boa noticia é que tudo isso leva tempo O(n).

Certo.

Agora é preciso examinar o calculo da solucao de fronteira.
Para isso, é preciso calcular a fronteira.

E para isso, a gente calcula
d <-- Min { D1, D2 }

Dai, a gente seleciona em L,; e L, os pontos que estao a distancia no maximo d da fronteira

d d
Lxl’ ‘ Lx2’
E filtra esses pontos em Ly; e Ly, — (ordenados pela coordenada y)
Ly1’ ‘ Ly2’
N 174
Fi | |
Fy | |
Agora é facil.
Quer dizer, basta fazer a intercalacdo de F; e Fy — (pela coordenada y)

E percorrer a lista resultante, calculando a distancia entre cada ponto e os 7 pontos seguintes na

lista.
A boa noticia é que tudo isso também leva tempo O(n).

E agora, a gente pode perguntar

e (Qual € o tempo de execugdo do algoritmo como um todo ?
Bom, as ordenacoes antes do algoritmo comegar levam tempo
O(nlogn)

E o algoritmo aplica o método da divisao e conquista

1. dividindo o problema na metade, resolvendo cada metade recursivamente

2. e levando tempo O(n) nas etapas de divisao e conquista

Esse é o mesmo padrao dos algoritmos nos exemplos (a) e (b).

E nos ja sabemos que isso leva tempo
O(nlogn)

Logo, o tempo total do algoritmo é

O(nlogn) + O(nlogn) = O(nlogn)

%dar um nome é uma forma de focar a atengao



